ACADÉMIE DES SCIENCES. 


SÉANCE DU LUNDI 28 FÉVRIER 1946. 


PRÉSIDENCE DE M. CauiLze JORDAN. 


MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS | 
DES MEMBRES ET DES CORRESPONDANTS DE L'ACADÉMIE. 


M. le PRÉSIDENT s'exprime en ces termes : 


J’aile regret d'annoncer à l’Académie la mort de notre associé M. Ricnarp 
Denexinn, décédé à Brunswick le 12 février 1910 à l’âge de 85 ans. 

Il avait publié d'importants Mémoires sur l'équation binome, sur les 
fonctions modulaires et abéliennes. Mais son œuvre capitale est la théorie 
des entiers algébriques. 

Le champ de l’Arithmétique, longtemps borné aux entiers ordinaires, 
avait reçu un accroissement considérable lorsque Gauss y fit entrer les 
nombres de la forme a + bY— 1. 

Il était tout indiqué d'essayer de soumettre au calcul des entiers dans 
l'expression desquels figureraient des irrationnelles plus complexes. Mais 
on'se heurta dès l’abord à des obstacles imprévus. Les théorèmes fonda- 
mentaux de l’Arithmétique cessaient d’être applicables à ces nouveaux 
entiers. Ainsi un nombre premier pouvait diviser un produit de deux 
autres nombres sans diviser aucun des deux. 

Kummer leva cette difficulté pour les entiers formés avec les racines de 
l'unité en introduisant la notion de facteurs idéaux, qui, semblables à 
certains radicaux de la Chimie, n’apparaissent jamais isolés, mais figure- 
raient à l’état de combinaison dans les entiers ordinaires. 

Mais lorsqu'on voulut passer de ce cas particulier à la théorie générale 
des entiers complexes, de nouveaux obstacles surgirent, et c'est en suivant 
une voie toute différente que M. Dedekind est parvenu à les surmonter. 

Il élargit tout d’abord la définition de l’entier algébrique, en englobant 
sous ce titre certains nombres exceptionnels d'apparence fractionnaire, 
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jouissant cependant de la propriété essentielle des nombres à forme entière, 
et dont l’exclusion aurait troublé la théorie. 

IL prend en second lieu comme sujet direct de son étude, au lieu de 
l’entier considéré, l'ensemble de ses multiples, qu'il appelle son idéal. 

A ces idéaux principaux il adjoint des idéaux secondaires; ce sont de 
nouvelles familles de nombres déduites des précédentes par voie d’ addition. 

Les idéaux ainsi formés n’ont de commun que le nom avec ceux de 
M. Kummer; ce ne sont plus des abstractions, mais des réalités. M. Dede- 
kind, après avoir convenablement défini leur multiplication, arrive à cette 
conséquence que tout idéal peut être exprimé d’une seule manière par un 
produit d’idéaux premiers. 

On ne saurait exagérer l'importance de ce théorème. Il écarte définiti- 
vement les obstacles qui obstruaient l'entrée d’une immense région, dont 
l'Arithmétique actuelle n’est qu’un petit coin. 

En explorant le nouveau domaine qu'il tot d'ouvrir, M. Dedekind a 
pu établir cette belle proposition : 


Les idéaux dépendant d’une méme trrationnelle peuvent se répartir en un 
nombre fint de classes. 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. — Sur certains polygones dont les sommets décrivent 
des courbes algébriques et dont les côtés enveloppent des courbes algébriques. 


Note de M. Paur APPEL. 


à. 


I. Des Notes récentes de M. Darboux (') et de M. Fontené (?} ont ap- 
pelé l’attention sur une généralisation des théorèmes de Poncelet à l’aide 
de chaînes de coniques. Je ne sais si l’on a cherché à associer des courbes 
algébriques, de façon qu’il existe des polygones dont les sommets décrivent 
d’une manière continue certaines de ces courbes C pendant que leurs côtés 
enveloppent les autres [. Aussi vais-je indiquer très sommairement 
comment l’on peut, à l’aide de la représentation paramétrique, propre ou 
impropre, d'une courbe par les fonctions circulaires, elliptiques ou auto- 
morphes, déterminer des courbes associées C et F. 


(*) Comptes rendus, 1. 162, 10 et 17 janvier et 7 février 1916, p. 57, tor et 214. 
(?) Vouvelles Annales ÉMathétianues 3° série, t. 16, 1897, et Comptes re 
t. 162, 7 février 1916, p. 213. 
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IE :Nous considérons ici des courbes algébriques C, telles que les coor: 
données æ et y d'un point de C soient exprimées par des fonctions trigono- 
métriques de période w ou des fonctions elliptiques de périodes w et w’ d’un 
paramètre t : 

RPC) y = 4 (0) 


Cette représentation peut être propre ou impropre; par exemple, si les 
coordonnées æ et y s'expriment en fonctions rationnelles d’un paramètre w, 


on peut ensuite remplacer w par une fonction trigonométrique ou une fonc- 
tion elliptique de t. 


IT. Soient alors » courbes C,, C,, ..., C,, distinctes ou non, avec les 
représentations paramétriques 
(M;) = Gti), Nik) (En) 


par des fonctions trigonométriques ou elliptiques aux mêmes périodes w 
et wo”. 

Prenons des constantes +; et des quantités «; égales à +1; considérons 
les points M,, M;, ..., M, des courbes C,, C:, ..., C, correspondant aux 
valeurs suivantes des paramètres. 

Le paramètre ?, étant arbitraire, prenons 


bo Ei li + A, É3— Esly + , …..) ln = En il Ans; la Entn + En 


et assujettissons les &; et les e; à cette condition que £4,,, soit de la forme 


Enr Li) Âo + A0! 


(4 et k entiers). Alors le point de la courbe C, de paramètre 1, —7,,, se 
confond avec M, et, quand #, varie, le polygone M,M.,...M, varie d’une 
manière continue de telle façon que ses côtés restent tangents à certaines 
courbes algébriques fixes [",, F,, ..., l,. 

Dans cette catégorie rentrent les polygones de Poncelet; pour obtenir 
ceux qui sont inscrits dans un cercle et circonscrits à des cercles, il suffit 
d'employer la représentation paramétrique du cercle telle qu’elle se pré- 
señte quand on exprime en fonction du temps les coordonnées du pendule 
simple (voir Jacosr, Œuvres complètes, t. 1, p. 279-293). Dans cette même 
catégorie rentrent également les chaines de coniques de M. Fontené et de 
M. Darboux. 

Un exemple élémentaire du cas où les &; sont tous égaux à = 1, n étant 
pair, a été donné par Steiner (voir Leçons sur la Géométrie de Clebsch, 
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traduction française par A. Benoist, Gauthier- Villars, t. 2, p. 373); dans 
ce cas, les courbes C; se confondent, les sommets du polygone décrivent 
une cubique et ses côtés enveloppent une courbe FT de seconde classe 


décomposée en deux points. 


GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. — Sur les réseaux plans qui peuvent, d’une 
infinité de manières, étre considérés comme la projection orthogonale des 
lignes de courbure d’une surface. Note de M. C. Guicuarp. 


Soient M un point qui décrit une surface rapportée à ses lignes de cour- 
bure, z» la projection orthogonale de M sur un plan P que je suppose 
horizontal. Le point m décrit un réseau plan qui, d’après mes notations, est 
un réseau 20. Le réseau 1 est la projection horizontale des lignes de cour- 
bure d’uneinfinitéde surfaces, savoir celles qui se déduisent de la surface (M) 
par une translation verticale et leurs symétriques par rapport au plan P ; 
je ne considère pas ces surfaces comme distinctes. Mais il peut se faire que 
sur la verticale du point # on puisse trouver un autre point M, qui décrit 
une surface rapportée à ces lignes de courbure; dans ce cas particulier, le 
réseau 7n est deux fois 20. J’ai déjà signalé ce cas particulier (Comptes 
rendus, t. 138, 1904, p. 258). 

J'étudie, dans cette Note, un cas plus particulier, celui où sur la verticale 
du point mn il y a une infinité de points qui décrivent des surfaces dont les 
lignes de courbure se projettent horizontalement suivant les courbes du 
réseau 7», c’est-à-dire le cas où le réseau 7» est une infinité de fois 20. Tout 
d’abord il y a une solution particulière qui est évidente a priort : il suffit de 
prendre pour surface (M) une surface de révolution à axe vertical, ou plus 
généralement une surface moulure engendrée par une courbe plane de 
forme invariable dont le plan roule sur un cylindre dont les génératrices 
sont verticales. Dans ce cas particulier, l’une des séries de courbes du 
réseau 7» est composée de droites. Je laisse de côté ce cas particulier des 
surfaces moulures. 

Je suppose d’abord que sur la verticale du point me il y ait trois points 
M,, M,,M, qui décrivent des surfaces distinctes rapportées à leur ligne de 
courbure, c’est-à-dire que le réseau (mn) soit trois fois 20. Soient x,, +, les 
coordonnées du point mm; 3,, 5,, z, les cotes respectives de M,, M,, M.. 
On aura 


(1) dx + dx? + dz? —=h'du? + P de, 


« 


: 
r 
\ 
; 
? 
À 
; 
D. 
Fe 
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æ,, &2, 3, Sont solutions de l'équation 


GE 10h09. 1 
Ou de — h dv du | 


| Sy 
D 


ol 

2) = 
( du dv 

Cette équation est définie par la condition d'admettre pour solution x, etæ, ; 


il en résulte que z, et z, sont des solutions de cette équation. On aura donc 
(3) dx? + dx? + ds? = h'U? du? + PV? de. 

(4) dx? + dx? + d35 — h'U? du? + PV? ds?, 

U,, U, étant fonctions de u seul; V,, V, de » seul. De ces équations on déduit 
(5) .. d3$—d3i—h(1— U?) du? + P(1— V?)de?, 

(6) dz? — dsi — h?(1— U) du? + (1 — V2) de’; 

ce qui peut s'écrire 

(7) dz? — dz; = M? du? + L* de?, H = À Vi — U, L= AV =N2 

1 — U? 1 — V2 


5412? LEFT 
1— U; 1 — Vi 


V?— 


(8) ds? — ds? — H?U'du?+L'V'de,  U?— 


Il en résulte que les points N,(z,,z3,) et N,(z,, 1z,) décrivent des ré- 
seaux O plans associés, ayant une coordonnée commune z,. On est donc 
ramené à étudier ces réseaux. Si l’on désigne par © l’angle de la première 
tangente du réseau N, avec l’axe z,, par Ÿ l’angle analogue pour leréseau N,, 
on à 


| SE = H cos g = HU cos, 
is ! 
| mg LV ad 
| OP 
On a donc 
cos® — U cos, 
(9) sing —V sin, 
d’où l’on déduit 
I / ne 1 
MENE Vies ; U?—:1 U: 
cosy = U(/7 V: — : ms sing — V DEV — ; er 
Na" VE 2 
DE LE =: 
cosy 1/0 sind — SCT S 


J 
(10): 27 are Dr 
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w étant une constante; on aura alors. 


k 7 s p 
COs0—= ; SIN © —= : 
! \ u + p : UE. 


ITS LU LOT RES 48 FOUT 
cos Ÿ — sd ; sinŸ — +. 
# h + LS +0 rs LL Du re f2 RE 2 


On voit que, si » est donné, il y a une infinité de valeurs pour Ÿ; ce qui 
revient à dire que si =, et z, sont donnés, il y a une infinité de valeurs 
pour z;,; donc: ; , af do 


Gr)" 


Si un réseau plan est trois fois 20, il est 20 d’une infinité de manières. 


Le théorème s'étend naturellement par une démonstration analogue aux 
réseaux trois fois 20 dans un espace d’ordre quelconque: 

Il est facile de trouver des surfaces possédant la propriété des surfaces 
(M,), (M), (M3). On sait en effet qu’il existe une infinité de réseaux plans 
(N), (N,), (N:), (N,), etc. associés entre eux et ayant une coordonnée 
commune; soient æ et y les coordonnées de N, x et y; celles de N;. On aura 


és da + dy = le du?+..El dr*, 
12 5 
da? + dy} = RU? du? + El NV? de?, 

æ, Y, y: sont des solutions de l'équation (2). Je multiplie la première des 2 
équations (12) par cos*k, la seconde par sin*A (h étant une constante) et 

j'ajoute. On aura ; 


x 


dx? + dy?cos? h + dy? sin? k — h?[ cos? h + U? sin? k] du? + P[ cos? À + V?sin° A] de?. 


Je pose 
AE, T7 Y cos, 3; —= Yi Sin À. 


Le point M;(x,,x;, :;) décrit une surface rapportée à ses lignes de cour- 
bure, et quel que soit #, la projection horizontale du réseau reste la même. 
L’équation de Laplace (2) à laquelle satisfont les coordonnées du réseau M, 
admet les solutions 

BAY, el ATP 
ou 
I k ° 


PT ee 


—— x Free. 
cos? A Usine 


Cette propriété caractérise les surfaces dont la représentation sphérique - 
des lignes de courbure est la même que celle d’une quadrique dont 
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2 J 3 1 A 
T\ SRE Cl OO 
( 1 os x ri) + Mr | 1 


Les surfaces dont la représentation sphérique des Lignes de courbure est la 
même que celle d'une quadrique sont telles que le réseau des lignes de cour- 
bure se projette sur un plan principal suivant un réseau qui est une infinité de 


fois 20. 


l'équation est 


donc : 


En particulier : 


Si M est un point d'une quadrique, m.sa projection sur un plan principw, 
il y a sür la droite Mn une infintté de points qui décrivent des surfaces dont 
les lignes de courbure correspondent à celles de la quadrique. Toutes cés sur- 
faces sont isothermiques. 


Je vais établir la réciproque de la première proposition. Je considère la 
surface (M, ) décrite par le point qui a pour coordonnées æ,, æ,, 2,3 soit 


AYANT 
É 2 2 
Da Pa. P3 
AE ET Le 


le déterminant orthogonal de la représentation sphérique. On aura 


jz Ôz à 
(13) D 


Qu 


En comparant avec les formules (8 bis) et en remarquant que 


(14) H—=AU,:- LV, 


on aura 


. 5 : ; (2 
B;= U, cosy — U, Vers Ya=— Vi sino =— V, V—= à 


. a F) 
Or, pour que «,, B,, y, puissent être les éléments d’une colonne d'un 
déterminant orthogonal, il faut que | 
- nr Dita 
SEE 373 u + 
, . l’é , . 
et que «, soit solution de l’équation 


dB, da 1 dys da 


d°a 1 ue 
Ou dv PB; dv du ya du 0v 
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En tenant compte des valeurs de B, et y,, cette équation devient 


dc I 1 da I dcr 
+ — ue — = 0 
du d6 2 u+p du > u +0 06 


(15) 


La valeur de «, peut d’ailleurs s’écrire 


U+V 
UuU+ C0 


(16) A 


in écrivant que &, est solution de l'équation (15), on trouve 
(17) (U+V)'= (u + ») UV’. 


Cette équation admet deux espèces de solutions : 
1° U =Ku+À, NE IRGEEr 
Cette solution ne convient pas au problème, puisqu'elle donne pour «, 


une valeur constante. 


ü RE De Va En 
À mdrr aies de 


On pourra, avec ces valeurs, former «,, ,, y, et l’on verra que, par un 
changement de variables, on retrouve les formules connues pour la repré- 
sentation sphérique d’une quadrique; donc : 


St un réseau de lignes de courbure d’une sur face se projette sur un plan P 
suivant un réseau 20 d'une infinité de manières, la représentation sphérique 
des lignes de courbure est la même que celle d’une quadrique ayant le plan P 


pour plan principal. 


CORRESPONDANCE. 


M. Micnaëc Ivvorsky Puni adresse des remerciments pour la distinc- 
tion que l'Académie a accordée à ses travaux. 


SÉANCE DU 28 FÉVRIER 1916. 319 


ASTRONOMIE. — Observation de l’éclipse de Soleil du 3 février 1916, faute a 


Valence (Espagne). Note de MM. Tarazoxa et Mani, présentée par 
M. Bigourdan. 


Le premier contact, seul observable, a été noté par un temps superbe à 
l’équatorial Grubb, disposé pour la photographie et donnant par projec- 
tion une image solaire de o", 10 de diamètre. 

Les corrections du pendule ont été déduites des signaux radio-télégra- 
phiques de Paris, des 29 janvier, 3 et 5 février. Les heures conclues sont 
les suivantes, en temps moyen de Greenwich : 


s Obs. — Calc. 
HATALOMA MEN MAR ESA tre 16h41" 145,9 —{4s,7 
Mali 2p ira es optics 16" 41" 16,9 — 28,7 


L'heure calculée a été obtenue au moyen des données de la Connaissance 
des Temps de 1916. 


Coordonnées géographiques provisoires de la station : 


Long... o"1"20$,4 ouest de Gr. LatDoréale.... :39°28"17" 


Peu après l’observation, le Soleil s’est caché derrière les maisons voi- 
sines, ce qui n’a pas permis d'obtenir des photographies du Soleil éclipsé. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur la classe de certaines expressions différen- 
telles. Note de M. E. Goursar, présentée par M. Emile Picard. 


Je me suis déjà occupé, dans deux Mémoires publiés dans le Journal de 
Mathématiques (1908 et 1915), de l’usage qu’on pouvait faire de certains 
invariants intégraux, supposés connus, d’un système d'équations différen- 
tielles, pour la détermination des intégrales premières de ce système. Cette 
recherche se rattache à une question plus générale, qui se pose aussi quand 
on se propose d'étendre le problème de Pfaff à des équations de degré 
quelconque par rapport aux différentielles. 

Soit w, une forme symbolique de degré p des différentielles de x 
MArraDIles CD 5) 


Oh = ZAca..a dla, dre, CU dtays 


où &,, 4, @, Sont p nombres entiers différents pris parmi les n premiers 
C. R., 1916, 1 Semestre. (T. 162, N° 9.) 42 
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nombr es 1,2,..., n; les coefficients À,,,... sont des fonctions continues, 
ainsi que leurs déviéées partielles, de ces ; variables, et la sommation est 
étendue à toutes les combinaisons p à p des n premiers nombres. Le produit 
symbolique dx, dx,...dæx, représente le jacobien des variables æ,,%,,...%a, 
par rapport à p paramètres indépendants quelconques u,, u;, ..., Uy: 
l’on effectue un changement de variables 


Bi Di Cr, Poe PR) (HET RS 
l'expression w, est remplacée par une expression de même espèce 


@, = 2Boas.., AY a, AY as £ dy : 


P 


H peut arriver que quelques-unes des variables y,, y:,..., 7, Où leurs 
différentielles ne figurent pas dans la nouvelle expression. La classe c de la 
forme symbolique , est égale au nombre minimum de variablés au moyen 
desquelles puisse s’exprimer w, par un changement de variables conve- 
nable. Ce nombre se détermine au moyen des théorèmes suivants. 

Considérons, en même temps que w,, la forme symbolique dérivée w, 
de degré p +1, qui a pour expression 


= 2 As, das data, = Zu 


À dLa, dLos +: Ta 


Xp+1 p+1° 


A chacune de ces formes w 
aux différentielles totales 


» ®, On peut rattacher un système d'équations 


(S) à Aa...) idæ;= 0 (Ou; es ie) he, 0, eus 


E—1 


LA 


(S') >. Laic...ur Ati 0 fat, MS ur APN 


Ds 


et ces deux systèmes sont des covariants de la forme w,, relativement à tout 
changement de variables. 

Le dernier système (S') est complètement intégrable, quelle que soit la 
forme w,. Si ce système ne contient que q HR, linéairement nr 
le nombre q est égal à la classe de la forme dérivée «, 

Le système (S) n’est pas en général complètement intégrable, mais le 
système (S)+(S'), formé par la réunion des équations des deux sys- 
tèmes (S) et (S'), est complètement intégrable. S'il comprend seulement 
q + r équations linéairement distinctes, /a classe de w, est égale à q +r. 

Les variables qui figurent dans la forme réduite de w, sont précisément 
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les 4 + r intégrales du système (S)+(S'). Mais ce système n’est pas un 
système complètement intégrable quelconque, et son intégration peut dans 
bien des cas être simplifiée. Par exemple, si 7 > 0,on intégrera d’abord le 
système (5) qui est seulement d'ordre q. 

Voici comment cette notion de classe s’introduit dans la question que je 
m'étais proposée sur les invariants intégraux. Soient 
Gi) dæ _ da dx» 


s NE LMI sa 


un système d’équations différentielles, où les fonctions X, ne renferment 
AE , . . ! LÉ ! (e) : 
pass, eul, — fo, un de ces invariants intégraux que j’ai appelés 1, qui 


restent des invariants intégraux quand on multiplie les dénominateurs 
X,,..., X, par un facteur quelconque À(x,, ..., æ,). Sil’on suppose le 
système (1) ramené par un changement de variables à la forme réduite 

) dy: PT dYs ce né dYn-1 Lu dYn — dt, 


0 0 ave 0 1 


En 
D 


la forme symbolique w, se change en une nouvelle forme symbolique où 
ne figurent ni y, nt dy,. Gette forme w, est donc au plus de classe n — 1, 
mais peut être de classe inférieure à rz — 1. Dans les deux cas, les variables 
qui figurent dans la forme réduite de w, sont des intégrales du système (1), 
et la détermination de ces variables n’exige que l'intégration d’un système 
complètement intégrable d’ordre inférieur à n — 1, si w, est de classe infé- 
rieure à n — I. 

Dans le premier travail consacré à ce problème, j'avais montré que les 
intégrales du système (S') étaient aussi des intégrales des équations (1). 
Ce résultat était moins complet que celui que je viens d’énoncer, puisque 
je ne tenais pas compte des intégrales du système (S) + (S'), qui n'appar- 
tiennent pas au système (5). À 

Le seul cas où la connaissance de l’invariant 1} semble n’être d'aucune 
utilité, est celui où le système (S') se compose de n —1 équations dis- 
tinctes. Ce système est alors équivalent au système (1). Mais l'intégration 
de ce système (S’) peut présenter d’autres simplifications, que je ne puis 
indiquer ici. Dans le cas le plus défavorable, si l’on a obtenu nr — 2 inté- 
grales de (S’), on peut obtenir la dernière intégrale par une quadrature. 

Toutes ces questions feront l’objet d’un travail plus étendu. 


LzH, 
{ É 


7x 
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ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur la déformation dans la représentation 
conforme sous des conditions restrictives. Note de M.T.-H. Groxwarr, 
présentée par M. Émile Picard. 


En poursuivant le sujet de ma Note du 14 février 1916 (p.249), je consi- 


n ‘ . . . DUTE 
dère le cas où le domaine D se reproduit par une rotation de _. autour de 


ste de r ‘ » 
l'origine. Les bornes de Fe et |æ| obtenues dans le cas général se 


résserrent maintenant de la manière suivante : 
Lorsque la fonction analytique 


= 3 + dr + ss + AS +... 


donne la représentation conforme du cercle |:|<1 sur l’intérieur d’un 
domaine simple D dans le plan des #, et que D se reproduise par une rota- 


: aT Texts 
tion de - autour de l’origine, on a, pour |5|=r et o<r<1, 


1— 7" dw 1+ 7" 

(1) 14e à dz | … ir) 
(1 + 720) n (1 — 71) 12 
Fe \ 

(2) ms cle ue, 

Qi + rryr (1 raÿr 
sauf dans le cas où 
(3) Re rec Dh 


2 
r 


(1—etisn)" 


les bornes supérieures et inférieures étant alors atteintes pour == 7"e °: 


ets" = -- re %* respectivement. La borne de convexité est supérieure ou 
égale à 
Ce, RME = 
AN +iI— nn —1 
(4) V Von rer 
i—==,2 


l'égalité n'ayant lieu que dans le cas (pe 
Lorsque le domaine D est convexe, on a 


div 


(5) een | eu es, 


(1 + pny" y (1 ui ru)" 


(6) 2 suis s<lwt< f LUN 
0 : 
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sauf dans le cas où 


lz 
(7) no = : RSC 


(1 — etign j" 


les bornes étant alors atteintes comme plus haut. 
Pour n = 2, il faut remplacer (4) par > Il est facile de voir d’ailleurs 
V 


que si D présente la symétrie indiquée, # sera de la forme 


= = 1 > 
5 An TE dons 3... 


Le domaine D correspondant à (3) est une étoile à » coupures infinies 
symétriques autour de l’origine, tandis que pour (7), nous aurons un polv- 
gone régulier. 

Un problème tout autrement difficile se présente lorsqu'on se donne 
a priori quelques-uns des coefficients de #, comme l'ont fait MM. Landau 
et Carathéodory dans le théorème de M. Picard. En me bornant au cas 


le plus simple où a, — ae ‘(a >> 0) est donné, je trouve le résultat sui- 
vante 


Lorsque la fonction analytique 
w—sz+aet si + a+. + ans" + 


donne la représentation conforme du cercle [z|<<1 sur l’intérieur d’un 
domaine simple D dans le plan des w, il faut que a£2, et en dénotant 
par r(a), pour o£a£r, la racine comprise entre zéro et un de l’équation 


ie EE 
1+92(a—1)r +7 


et par cos$, pour o <r<r(a), la racine positive de l’équation 


Due DENT 
——— — |lo = 
1— 27 CcosG + 7? 1% 


ona-pour|s|=reto<r<1, 


I—27r cos 5 + vt 


CR ve Le [pour a£iret #$r(a)h: 25 :: LE TR 
2) G+ar+rp © dz LED ere Er ne 
(45H) Gui r) 


[pour a£retr2r(a)et pour 1 
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ét 


(9) 


(pour 1£a2); 


ces bornes étant atteintes pour les fonctions æ qu’on obtient en rempla- 
çantr par ze" et — ze* dans:les bornes supérieures et inférieures respecti- 


vement. - 

Lorsque le domaine D est convexe, il faut que «£1, et l’on a 
te 2 dsw ; f 
TO ——— FES PR St 
ei 1+2ar +7? dz (= rhrefrr)ee 

d Vi ar NPC AL 
(11) = are ang << en LE tit LE 
Es Vérpats 1, RER 24 I—/, 


ces bornes étant atteintes pour les w obtenus comme précédemment. La 
méthode employée ne suffit pas pour donner la valeur exacte de la borne 
supérieure de |w| dans (9) lorsque a 1. Il est facile cependant d’en 
obtenir des expressions plus ou moins approchées. 

J'ai étudié aussi le cas où le domaine D est contenu à l’intérieur d’un 
cercle de rayon donné, et j'y reviendrai ultérieurement. 


ANALYSE, MATHÉMATIQUE. = É fonctions de Bessel de plusieurs variables 
exprimées par des fonctions de Bessel d’une variable. Note de M. B. 
Jeknowsxr, présentée par M. Appell. 


Dans une Note des Comptes rendus (*) M. Appell a attiré l'attention sur 
les fonctions de Bessel de plusieurs variables; M. Pérès (?) a étudié ces 


fonctions. Je me propose de donner une formule générale exprimant, sous. 


forme de série, les fonctions de Bessel de » variables à l’aide des fonctions 
de ñ—1 Sable On pourra donc, de proche en proche, exprimer ces 
fonctions par des fonctions de Bessel ee variable. 

Soit 


Raw 
I ù ‘ 5 
PART NE TRE Ex]. cos(fu — +, sinu — x, sin2u —...— x, sinnu) du 
Rte Ah ÿ= FT 


la fonction de Bessel der variables. 
(*) Comptes rendus, t. 160, 1915, p. 419. 
(?) Comptes rendus, t. 161, 1915, p. 168. 


tonte. Mn. de à) té dj 


bat sui ft 


+ "> 
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Bei: En décorposant le cosinus qui figure sous le signe d'intégration en 


3 «te 1 cos, cos(æ, Sinnu}+sinA, ;sin(æ, sinnu), 
où Ris - Va nd RES LCR ES MEN EUR 
ni kR —Tisind—%,sin2u —...— Ts SH —1)4, 


et en remplaçant dans ces expressions À TC 


| cos 
44 ps Lu sinna 
. sin 
par à à Er 
£ ù -p=X , ll Dr 
Ÿ Jo(La) + ee AC PARDELT:|, VASE 


p=1 


EUR Lt EE p=s | 

RC ; 1Ë es ESA opte sn(ap nn. à 

E x Fs 2 É | G Es p=1 . LE NE 
où remarque facilement que For > AMEN Te ! : 

$ PTE mx 2 COS 5-1 to$2 pru dé RENE PERS 


r ‘ ; dr spn (dr: Da, ce.) Æn41) + Jrsepr (di Las ee. Æna) d | 2 se 


RÉRHER ae REIN re : 5 TES Eee és) Se 
A e ni) L « * y : AA 


SET ne NACRE | e 
Gr Lie cs pa (eus La En) — Jécispein er as RCE Æn_1) rca + * Le I 
do ‘où la formule générale ee DS 5 APT PANOR: 
L'ACTION EST Re 
nie Las ia) ee S. ee CRT LT | s> RL N 28e ; | 
: Jo(tn) AC Das se.) En) FAR F7 ns ARS ES EE , f Fat de AE i 


Ho (év ET + Ha) = am ‘ uen < É 2 SR S 


“ 
Ps “ 12 
47 4 1 His 1872:1 + AS à ”- Tr 
OP ES FT ÈC- 3£ : à \ 
ie 27 ; l PORC RC TRE } ARTE CRE ns ‘ DE 
res D F £ : Cie LE. Ù Ne tete ie . 
£ 1.2 +: 


; Tai e 4 RE c CS : x 4 
sua (Er Zn AE Ste D ont Tas 129 PU 2 + . 


C 
. 


ske, la deuxième somme disparue el on a 


f CRETE * #4 12084 à 
11%; 1] > 
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THÉORIE DES NOMBRES. — Sur la réduction des formes quadratiques positives. 
Note (!) de M. Gasrox Juzta, présentée par M. Georges Humbert. 


Les caractéristiques suivantes des formes quadratiques positives réduites 
sont aujourd’hui classiques. 
Soit, par exemple, une forme ternaire positive 


f=ax + a y + a"z3+ 2 byz+2bax +20"xy; 
on sait depuis Dirichlet qu’elle équivaut à une réduite 


AX?2+ A'Y24.A/7?+ 2BYZ + 2B'ZX + 2B”XY, 


dont le minimum absolu À est donné par le système X =1, Y —=0, Z—0, 
dont le deuxième minimum propre (c’est-à-dire fourni par un système où Y 
et Z ne sont pas tous deux nuls) est A et est fourni par le système X —0, 
Y —:1, Z = 0, dont le troisième minimum propre (c’est-à-dire fourni par 
un système où Z o) est A” et est fourni par le système X — 0, ŸY — 0, 
=: 

La considération des réseaux de points à coordonnées entières à trois 
dimensions permet d’objectiver ces résultats. L’ellipsoide f = #? qui cor- 
respond à-une forme réduite, lorsque £ croît de o à +, s’enflera et dans 
sa déformation homothétique passera d’abord par le point À à l’unité 
de distance sur Ox, puis le premier point, hors de Ox, rencontré, sera le 
point B à l'unité de distance sur Oy, puis le premier point rencontré hors 
du plan æOy sera le point C à l’unité de distance sur Oz. 

Un problème intéressant se pose dès lors : 

Étant donné, par exemple, une forme f positive ternaire quelconque, on 
considère le réseau des points de l’espace à coordonnées entières. L’ellip- 
soïde f — #* en grandissant rencontrera un premier point À du réseau qui 
fournit le minimum absolu de /, puis le premier point rencontré hors 
de OA sera un point B qui fournit le deuxième minimum propre de f, puis 
le premier point rencontré hors du plan OAB sera un point C qui fournit 
le troisième minimum propre de f. 

Si nous démontrons que le déterminant des coordonnées des points À, 
B, C est égal à 1, nous aurons directement la notion de réduite, car on 


= 


(:) Séance du 21 février 1916. 


(1) 
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pourra prendre À, B, C pour bases du réseau des points entiers, et la forme f 
se trouvera réduite par la substitution qui fait passer de l’ancienne base à la 
nouvelle. 


PR El VC 2, limin; étant les coordonnées de À, PONT O 
Y=mX+mY +m, Lmin » B, DU nee 
z=mX +nYŸ +n;2, limayn; » Ca [ren 


Cette conception de la réduction se trouve déjà dans Minkowski (approxi- 
mations diophantiques, p. 114). 11 y est toutefois fait usage de moyens trop 
compliqués pour la seule application que nous avons en vue; Minkowski 
ne semble pas avoir vu non plus que cette question donnait la solution du 
problème des octaëdres d’un réseau analytiquement traité par lui pages 97 
etsuivantes de son livre. Il est revenu sur la question des formes à x variables 
dans sa Géométrie des nombres (applications) et il a donné une limitation de 
la valeur du déterminant formé avec les coordonnées des points qui four- 
nissent les premiers minimums propres. Cette limite peut être abaissée 
quand on étudie les formes d’un nombre de variables peu élevé et qu'on 
serre l’analyse de plus près. Nous le montrerons pour les formes quater- 
naires. | 

Voici la méthode géométrique qui donne aisément le résultat pour trois 
variables (*). L'ellipsoide de la famille €, f — #?, qui passe par C ne conte- 
nant d’autres points du réseau que des points du plan OAB, l’octaèdre dont 
lessix sommets sont À, B, Cet A’, B’, C’ symétriques de À, B, C, par rapport 
à l’origine, ne contiendra d’autres points du réseau que O, et ses sommets, 
à son intérieur ou sur sa surface. Sur OABC construisons un parallélépi- 
pède P ; son volume sera égal au déterminant des coordonnées de À, B, C. 
Comme il n’y a pas de point du réseau autre que O dans l’octaèdre 
ABCA'B'C', il n’y en aura pas non plus dans chacun des huit tétraèdres 
tels que OABC ayant pour sommet un sommet du parallélépipède P et 


pour arêtes les arêtes issues de ce sommet. 


Le parallélépipède P ne peut donc renfermer à son intérieur que des points 
du réseau qui seraient éntérieurs à l’octaèdre L dont les sommets sont les 
centres des faces de P (iln’y en a sûrement pas sur la surface de P différents 
des sommets). Mais T est homothétique de l’octaèdre ABCA'’B'C par 


rapport au sommet O' de P opposé à O et dans le rapport = Si dans l'il 
re 


(*) Pour deux variables la méthode est encore plus simple, c’est pourquoi nous 


l’omettons. à 
C. R., 1916, rer Semestre. (T. 162, N° 9.) 45 
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existait un point y du réseau distinct du centre w de P et de F, w symé- 
trique de w par rapport à w serait aussi du réseau. 4h serait un vecteur dont 
les projections seraient entières. L’homothétique M de y. par rapport à O 
dans le rapport 2 serait un point intérieur à l’octaèdre AB CA'B'C'et OM 
équipollent à y/w aurait ses projections entières; M serait un point du 
réseau. Ceci est contradictoire avec l'hypothèse faite. Le seul, point du 
réseau qui puisse exister dans P est w. 

On voit donc, si l’on remarque que la démonstration subsiste, si à l’ellip- 
soïde on substitue un corps convexe quelconque ayant son centre en O, que : 

1° Le déterminant D des coordonnées des points A, B, C est 1 ou 2; 

2° Ceci donne la solution du problème des « octaèdres du réseau » 
ABCA'B'C dont les six sommets et le centre sont du réseau,et qui ne 
contiennent à leur intérieur ou sur leur surface pas d’autre point du réseau. 


Il est facile de voir que l'hypothèse D = 2 est impossible dans le cas des 
formes quadratiques. Effectivement, si © centre de P est du réseau, les 


sept points qui sont centres des sept parallélépipèdes analogues à P et. 


adjacents à P en O, sont aussi du réseau. Or un des huit points ainsi obtenus 
esttoujours inlérteur à l'ellipsoide £ qui passe par C. Car si l’on fait la substi- 
tution (1) / devient 


F—AX?+ A'Y2+ A/72?+92BYZ + 2B'ZX +2B'"XY 
OT IA SAME 


Les huit points précédents ont pour coordonnées 


£ e É ! 
X = = NAT LE Re PAM ID 


as 


ge" 
2 
(= e! = )=zre . Ye ARS 2Be/e"+2B'e"e+2B'eec! 
# 2 ; RSR EE PO DO Cr © 
4 4 


La somme des huit valeurs possibles de 2B£'e”-+ 2B'e”e + 2 Bec est nulle, 


Donc une de ces valeurs est négative ou.elles sont toutes nulles. Ceci 


Ê Ê : : F . 1 
suffit pour qu’un des huit points envisagés donne à F une valeur < ee 


et cette valeur étant inférieure à la valeur A’ de F au point C, le point 
correspondant serait intérieur à Vellipsoïde € qui passe en C; ceci écarte 
, \ s | 

Phypothèse D — 2. Donc D —:1 comme nous l’avions annoncé. 


ci ta nt SRE 
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THÉORIE DES FONCTIONS. — Sur la puissance des ensembles mesurables B. 
Note de M. P. Arexaxprorr, présentée par M. Hadamard. 


1. Le but de cette Note est de résoudre le problème suivant : « Déter- 
miner la puissance de tout ensemble non dénombrable mesurable B. » 
Ce problème m'a été posé par M. N. Lusin, et c’est grâce à son concours 
précieux que j'ai obtenu le résultat ci-dessous: quelques points de la 
démonstration lui sont également dus. 

Soit E un ensemble F de classe & non dénombrahle. D'après les beaux 
résultats de M. Lebesgue, nous pouvons développer E en tableau à double 
entrée 


LES +Eî+Ef +...+ En+ 
les meme. pe. 


(E) PR EN RER TA 
| honte 7.3 AE 


où l’ensemble donné E est la partie commune aux ensembles-sommes situés 
dans les lignes horizontales du tableau (E). Il est important de remarquer 


que la classe de tout ensemble E#!, soit 47, est inférieure à «, c’est- 


à-dire &« > #%:. Si Ef: n’est pas un ensemble fermé, nous pouvons le déve- 


lopper en Lean analogue. Le terme général de ce sous-tableau, soit E7:#;, 


est un ensemble F de classe af! inférieure à «f!. Si ce n’est pas un ensemble 
fermé, nous pouvons le représenter par un nouveau tableau de terme 
D éicral Ef:#:% et ainsi de suite. 

Considérons une suite des ensembles déduits les uns des autres En. Env 
Ef:#:#, … : les classes correspondantes vont en décroissant, donc la suite ne 


comprend qu’un nombre /érr de ces ensembles. Nous serons arrêtés quand 


Q 3 ’ 192-.-4: La 0 
nous arriverons à un ensemble fermé E}. ee (À fini). Donc nous repré- 


Pa Pà | 
senterons, à l’aide d’une infinité énumeér able d'opérations, l’ensemble 
donné E par un tableau dont les éléments sont des sous-tableaux, et ainsi 


de suite. 


2. Cela posé, appelons produit d’ensembles LT la DIRE commune à 
ces ensembles. 
Formons le produit r, de n ensembles (na donné arbitrairement a Eh 


271 [7° D; An 
Ta — ii ose. + Lines 
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OÙ Fi, Poly ee, r, constituent un système de » entiers positifs choisi arbi- 
trairement. En remplaçant, dans ce produit x,, chaque facteur non 
fermé E}* par le produit de r — # + 1 ensem bles EE... Dr LOMS 
les s étant des entiers quelconques déterminés, nous déduisons du pro- 
duitr, le second produit r,. En remplaçant, dans ce produit r, chaque 


facteur non fermé Ef par le produit de n — # + 1 ensembles 


DIE ST APE Si la DES ln =K+ A 
AIRES PALDIES LUS 
Ein Ez: CACAROOES Ex é,n—h+A 5 


les 4 déterminés, choisis arbitrairement, nous aurons le troisième produit, 
et ainsi de suite. Il est bien évident qu'en recommencçant ainsi cette opéra- 
tion, on finira par arriver à un produit x, (4 fini) dont chaque facteur est 
un ensemble fermé. Ce produit r, étant un ensemble fermé, nous l’appelle- 
rons ensemble fermé de n°"° espèce. Tous les produits 7, que nous définis- 
sons ont un nombre fini de facteurs à un nombre fini d'indices; ils for- 
ment par suite un ensemble énumérable. Nous dirons qu’un ensemble 
fermé x, de ni espèce est ensemble canonique de nèèe espèce, si le pro- 
duit Er,7,t;...7, contient une infinité non dénombrable de points. Ilest 
clair que tous les ensembles canoniques x, de ni"* espèce forment un 
ensemble énumérable; nous pouvons donc les écrire de la manière sui- 


vante : 
l 2 3 V 
El OC ie LG Ces 


Si l’on fait varier le nombre », on obtient un tableau à double entrée (e). 
Nous dirons que ce tableau (e) est ableau canonique d’ensembles K. 


x" 

3. Considérons maintenant les propriétés du tableau canonique (e). 
Chaque ensemble e’, étant un des produits T4, NOUS dirons que e* est diviseur 
régulier de e,,(m>>n), s'il y a parmi les facteurs du produit €” tous les fac- 
teurs du produit e,. Nous dirons qu’une suite 


VE 


Vi Vo Va 
CAES Onde LCR ee Ji (RE Ne ETre ENPEON p 0) 


est chaine régulière, si e’* est diviseur régulier de e**: (4 — 1, 2, 3,.. SJ 


; , rk+ 1 
La partie commune à tous les ensembles ex (#— 1, 2,3, ) d’une chaîne 
régulière sera nommée 20oyau de cette chaine régulicre. 
Cela posé, le Tableau canonique (e) possède les propriétés suivantes : 
1° Le noyau de toute chaîne régulière est contenu dans E; 


2° Tout point de E (à une infinité dénombrable près) est contenu dans 
un au moins des noyaux; 
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5° L'ensemble e* étant donné, il existe, dans la (n — 1 )°" ligne, un 
ensemble e’_ et un seul qui est un diviseur re de e*; 
4° open nble e*est un diviseur Med un au moins des ensembles 
em > n); 
5° Soite; undiviseur régulier de e" (m> n); quel que soit un ensemble M 
non dénombrable de points de E (e*—e;), il existe toujours un ensemble 
e,, (V’= v') contenant une infinité non dénombrable de points de M et qui 


Er 


admet l’ensemble e} pour son diviseur régulier. 


Passons maintenant à la démonstration du théorème fondamental : 


Tuéorèue. — Tout ensemble de points non dénombrable mesurable B con- 
tient un ensemble parfait. 


Tout d’abord le théorème est évident s’il existe au moins une chaîne 
régulière, dont le noyau (toujours fermé) est.non dénombrable. Passons 
donc an cas où le noyau de toute chaîne régulière est dénombrable. 

Dans ce cas, quels que soient un ensemble e’ et un ensemble parfait 
contenu dans e; et contenant une infinité non dénombrable de points de E, 
il existe (en vertu de 5°), dans 7, deux ensembles parfaits r,et 7, sans point 
commun ect.contenant une infinité non dénombrable . points de E, tels 
que 7, Pan bel (mEn)inà e, (V'M) ir er = on et, 
où e,, et 6e, sont deux ensembles dont e, est un die régulier. Nous 
dirons que x, et %, sont ensembles dédurts de +. 

Cela posé, prenons dans e; un ensemble parfait Tr contenant une infinité 


non dénombrable de points de E. D'après ce qui précède, nous pouvons 


déduire de x deux ensembles +, et r,; de l’ensemble 7, (4, — 1 ou 2) deux 


ensembles z,;ett,irtas, (2 — 1 où 2) deux ensembles, ..et met 
ainsi de suite. Le procédé se poursuit indéfiniment, de sorte qu'on obtient 
une suite infinie d’ensembles parfaits : 


(1) Tar Ta azs Toy Qu gs » - 2 Mayo Uyr ++ "3 Hs ++) 


OÙ ,, Los L. .. y, .… st une suite infinic arbitraire d’entiers dont 
chacun est égal à 1 ou 2. La partie commune X à tous les ensembles x dé la 
suite (1) appartient, d’après 1°, à l’ensemble donné E; l’ensemble-de tous. 
les X est évidemment un ensemble parfait contenu dans Br ce qui démontre 


la proposition. 
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PHYSICO-CHIMIE APPLIQUÉE. — Sur la stabilité des hypochlorites en solutions 
très étendues. Conséquences au point de vue de leur emploi pour la stérili- 
sation des eaux (javélisation). Note de M. Lucrex Vazcerx, présentée 


par M. Dastre. 


L'étude que nous avons entreprise sur la stabilité des hypochlorites 
en solutions très étendues nous a donné des résultats que nous nous déci- 
dons à faire connaître, bien qu'ils soient très incomplets, en raison de 
l'importance qu’ils présentent au point de vue de l’emploi de ces corps 
pour la stérilisation des eaux (javélisation). 

En solutions très étendues, correspondant à un titre pondéral en chlore 
actif, de l’ordre du millionième (nos expériences ont porté sur des solutions 
d’un titre compris entre 107* et à x r07*), les hypochlorites sont le siège 
d’un phénomène de décomposition lente, limitée ou non, suivant le titre 
initial, par un équilibre, et dont la limite, quand elle existe, est influencée 
d’une façon assez considérable par des variations apparemment très faibles 
du milieu. 

. La vitesse de cette décomposition, quand celle-ci paraît se faire norma- 
lement, c’est-à-dire en dehors de toute réaction chimique sensible, simul- 
tanée, et, plus généralement, de toute action perturbatrice, semble, d’une 
façon générale, être représentée analytiquement par une portion d’hyper- 
bole équilatère ; il ne nous est pas encore permis, cependant, de donner 
cette loi comme constante. 

En ce qui concerne l’action exercée par les variations du milieu sur la 
décomposition des hypochlorites en solutions très étendues, il paraît y 
PE lieu de distinguer :. 


° Une action purement catalytique, positive ou négative; ; 
2° Une action purement chimique, due à la présence, dans le milieu, £ 
corps susceptibles d’éntrer en réaction, soit avec la molécule d° HYSGCHE 
rite, soit avec les produits de sa Le 


A l’une de ces deux catégories doit être : rattachée l’action exercée par 
les germes contenus dans le milieu, action à laquelle permettent de conclure 
certaines études parues sur la ÉivéHsaion:| 

Les résultats précédents ont, comme on le voit, une importance pour 
l'emploi des hypochlorites dans la stérilisation des eaux, tant au point de 
vue de l'efficacité de la méthode, puisque l’action stérilisante des hypo- 


\ 
RS ed né ee nd nl à D à 
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chlorites aux doses nuque on les emploie s'exerce pendant un temps 
assez considérable, qu’au point de vue de la nécessité de ne livrer l’eau à la 
consommation que lorsqu'elle ne contient plus que des traces de chlore 
acuf, inférieures à la limite de perceptibilité des sens (08,1 à 06:15 par 
litre). 

À cause des phénomènes de décomposition, limitée ou non, dont il est 
parlé plus haut, il est indispensable, pour éviter des mécomptes, de n’em- 
ployer, pour la stérilisation des eaux, la javélisation, qui se recommande 
à tant de points de vue, qu’à la condition de s’astreindre au contrôle 
chimique quantitatif, d’ailleurs très simple, que cette méthode exige. 


CHIMIE ANALYTIQUE. — Aecherche du chlore libre dans les eaux d’ali- 


mentation urbaines. Note de M. G.-A. Le Rev, présentée Pat) 
M. Moureu. 


Dans de nombreuses villes en France et à l'étranger, les eaux d’alimen- 
tation, avant d’être envoyées dans les canalisations ue sont soumises 
à un traitement de purification bactérienne basé sur l’action de minimes 
quantités de chlore actif, fourni par des hypochlorites alcalins ou alcalino- 
terreux mis en œuvre sous leurs espèces commerciales de chlorure de 
chaux ou d’eau de Javel. 

La dose de chlore à introduire dans l’eau est variable. En France, la 
circulaire du Ministre de l'Intérieur (du 25 septembre 1014) indique 
comme dose moyenne par litre d’eau 0"5,8 de chlore actif; ce qui corres- 
pond à l'introduction de 1! d’eau de Javel à 30° chlorométriques par 
chaque 100" d’eau à purifier. 

On admet généralement que le chlore actif ainsi introduit disparait 
rapidement dans l’eau, du fait même de son action purificatrice, en se 
transformant en dhtre inactif et combiné, qui vient se confondre avec 
celui des chlorures (Na CI, Ca CI?) naturellement contenus dans les eaux, 
Il importe que cette dos du chlore actif, qui est plus ou moins 
rapide selon la nature de l’eau, sa teneur en matières organiques, en 
nitrites ou substances sulfurées, son état d'aération, de malaxage, de 
température, de solarisation, etc., soit accomplie avant l’arrivée aux 
robinets d'utilisation. En effet, s’il n’est pas démontré que de minimes 
quantités de chlore actif constamment ingérées dans l’eau de ‘boisson ne 

soient pas insalubres en agissant, par exemple, sur les ferments digestifs, 
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il est évident que l’odeur et la saveur d’une eau contenant du chlore actif, 
et qui deviennent. perceptibles dès que la dose atteint environ 08,0 par 
litre, sont désagréables pour le consommateur. 

Le contrôle chimique des eaux traitées par les hypochlorites est donc 
d’une évidente utilité. Malheureusement les réactifs propres à déceler le 
chlore actif très dilué dans l’eau, et même le réactif iodo-amidonné, qui est 
le meilleur d’entre eux, malgré sa non complète spécificité, deviennent 
inefficaces et inopérants quand la dose de chlore par litre descend au-dessous 
de 0"8,0) environ. 

J'ai donc cherché à remédier à cette lacune analytique par la création de 
la méthode suivante, que j'ai l'honneur de soumettre à l’Académie : 

Cette méthode analytique est basée sur la congélation incomplète et 
fractionnée de l’eau à examiner, la congélation étant conduite de façon à 
provoquer d’une part l'élimination de la majeure partie de l’eau à l’état de 
glace pure, et d’autre part la migration du chlore actif dans la petite 
quantité d’eau laissée incongelée. Le chlore libre se trouvant ainsi con- 
centré sans altération, malgré son instabilité, peut être facilementrecherché 
et caractérisé par ses réactifs classiques. 


La technique de l’opération est simple et facile. Elle se résume à : prendre un volume 
assez considérable de l’eau, si l’examen préalable par les réactifs a donné un résultat 
négatif, soit 10! d’eau par exemple; les placer dans un récipient métallique, à parois 
émaillées si possible; refroidir, pendant plusieurs heures, parimmersion dans un bain 
de saumure incongelable, fortement réfrigérée et en circulation, Avoir soin de ne pas 
agiter directement l’eau, ce qui provoquerait une aération nuisible, et procéder seu- 
lement par secousses mécaniques exercées extérieurement sur les parois du récipient. 
Quand il ne reste plus du liquide que la cinquantième partie environ du volume 
initial, recueillir ce liquide et le soumettre aux réactifs. Dans ces conditions, en 
opérant sur 10! d'eau, on peut, avec le réactif iodo-amidonné (solution aqueuse à 1 
pour 100 d’iodure de potassium, ou mieux, à mon sens, d’iodure de magnésium, 
additionnés d’empois amylacé), caractériser facilement 0"6,0005 de chlore actif, dilué 
dans 10008 d’eau. En opérant sur un volume d’eau plus considérable, soit 251, 5o!, 100! 
(ce qui est facile, étant donnée la technique frigorifique), on peut rechercher et déceler 
de même le chlore actif jusqu’à des proportions infinitésimales. 

On peut également, en certains cas, pousser jusqu’à la congélation totale, puis, 
après avoir démoulé le bloc de glace, fendre celui-ci longitudinalement en deux, de 
facon à mettre à nu la partie centrale et médullaire, On examine ensuite, en arrosant 
celte partie centrale avec le réactif iodo-amidonné, s’il y a apparition de la coloration 
bleue caractéristique, localisée en cet endroit. 


Cette méthode qualitative peut être rendue quantitative. Il suffit de 
jauger exactement les volumes d’eau mis en œuvre et de la partie incon- 
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gelée, et de soumettre celle-ci à un examen comparatif, de préférence par 
voie colorimétrique, avec des solutions types titrées, soit d’iodure 
d’amidon, soit d’une matière colorante bleu violacé. 

Cette méthode est applicable à l’examen des eaux d’alimentation 
destinées aux troupes en campagne, pour y déceler les traces de poisons, 


notamment volatils, qui pourraient y être introduits, en violation criminelle 
des lois de la guerre. 


GÉOLOGIE. — Sur la structure du Moyen Atlas (Maroc central). 
Note (') de M. Louis Genis. 


On ne sait à peu près rien sur la structure de la chaîne centrale du Maroc, 
qu'aucun géologue n’a traversée. 

D'après les descriptions et les levés de reconnaissance de René Caillié, 
Robhlfs, de Foucauld, Schaudt, R. de Segonzac, on peut se rendre compte 
que cette chaîne présente une série de crêtes plus ou moins parallèles com- 
prises entre la haute vallée de la Miouya et la plaine de Meknès. 

Cependant, malgré l’image qui nous en a été donnée par les voyageurs, 
le géographe allemand Theobald Fischer admet, en partant d’une rigou- 
reuse analogie entre le Maroc et l'Espagne, que toute la partie centrale du 
Maghreb sur l'emplacement de laquelle s'élève la chaîne qui nous occupe 
doit être envisagée comme le prolongement des plateaux du Maroc occi- 
dental, que nous avons compris sous la dénomination de Meseta maro- 
caine (?). 

C'était, en somme, nier l’existence du Moyen Atlas en tant que chaine 
plissée et donner de la structure générale du Nord-Ouest africain une idée 
un peu trop simple. | 

_ Je n’ai, pour ma part, jamais douté de l'allure plissée des reliefs du Maroc 
central; et si j’ai montré qu’il convenait de rétrécir cette chaîne (*}, j'ai 
essayé d’entrevoir sa structure d’après les descriptions des voyageurs qui 
l’ont recoupée. | | 

J'ai cru pouvoir dire, non sans quelque réserve, en me basant sur le 
voyage effectué par R. de Segonzac en 1901, que le Moyen Atlas devait 


(*) Séance du 21 février 1916, 
(2) Tasosarn Fisconer, Mittelmeer-Bilder, Gesammelte Abhandlungen sur Kunde 
der Mittelmeer-Länder, neue Folge, p. 22 et suiv. Leipzig und Berlin, 1908. 
(3) Comptes rendus, 1. 154, 1912, p. 89, et t. 158, 1914, p. 146. 
C. R., 1916, 1°" Semestre. (T. 162, N° 9.) 44 
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être formé dé grandes rides anticlinales, à flancs jurassiques, laissant percer 
dans l’échancrure des cols franchis par les pistes, les terrains paléo- 
zoïques et permo-triasiques ("). 

J'ai pu enfin, l’été dernier, PnEmer de visu cette interprétation qui 
accordait, jusqu’ ici, une certaine part à l'hypothèse. 

Ainsi que je l'avais pensé, le plateau des Beni Mguild forme le prolonge- 
ment, vers le Sud, de celui des Beni Mür. 


De la falaise rocheuse de l’Ari Boudäa à Timhadit, la succession jurassique de grès 
calcaires et de dolomies des Beni Mtir se poursuit d’une facon régulière, sous les 
déjections bäsaltiques que j’ai récemment signalées (2). Ces couches secondaires sont 
encore bien réglées et presque horizontales, légèrement inclinées vers Le Sud et par- 
courues par des anticlinaux à faible amplitude dont l’un d’eux jalonne le bord de 
l’Ari Boudäa et montre son flanc méridional du côté du Tizi n Tréetten et de lIchou 
Arrok. 

D’autres plis peu accentués, de direction NEE-WSW, sont en grande partie mas- 
qués par les volcans quaternaires de cette région. 


Malgré l’existence de ces anticlinaux, il m'a semblé impossible de consi- 
dérer le plateau des Beni Mguild, pas plus que celui des Beni Mitir, comme 
appartenant à des régions plissées. On est encore, jusqu’à Timhadit, dans 
le régime tabulaire de la Meseta marocaine. 

Mais, au delà, tout change. Une chaîne commence, à partir de l’oued 
Guigou, dont la première ride s’élève brusquement au-dessus de la plaine 
volcanique, par suite du redressement des couches calcaires et dolomitiques 
du Jurassique, jusque-là à peu près horizontales. Le Djebel Tisdadin, qui 
domine le poste de Timhadit, appartient au flanc septentrional de ce pli 
anticlinal. 


Du sommet de cette arête, qui atteint environ l’altitude de 2300", le poste militaire 
étant à 1700" environ, on a une vue d'ensemble sur la chaîne plissée du Moyen Atlas. 
On sé rend compte que le Djebel Sidi Abd er Rahman el Fazzazi (Djebel Fazzaz des 
cartes) ét le Tichioukt (2700") appartiennent encore à cette première ride: le 
Tichioukt fait partie du sommet de ce pli à couverture jurassique, 

Plus au Sud une deuxième ride anticlinale est séparée de la première par une dépres- 
sion synclinale qui comprend, notamment, la plaine de Selr’art. Elle est orientée 
parallèlement à la première, Le mausolée de Sidi Ali ou Mohammed, situé au bord 


; 
d'un petit lac de montagne, se trouve à peu près dans sa zone axiale. C’est de ce côté 


que l’oued Sebou prend naissance, Sous le now d’oued Guigouil traverse la première 

ride, au fond d’une gorge (heneg)s avant de CONS la chaîne au bord méridional de 
qi ) Le Mar oc physique, p.74 et suiv. Paris, Félix Alcan; La 
(à)  . rendus, t. 162, 1916, p. 328. 
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la plaine voleanique des Beni Mguild, Le haut sommet du Djebel Bou Iblal (Dj. Mouca 
ou Salah, d'environ 4000") ferait partie de cette ride centrale, 

Une troisième ride m'est apparue, qui surplombé, à l’horizon, la haute vallée de la 
Mlouya et derrière laquelle j'ai vu se profiler la silhouette de l Ari Aïachi, l’un des 
culminants du Haut Atlas. 


Ainsi le Moyen Atlas serait formé de trois rides anticlinales, comprises 
entre les plateaux tabulaires du Rekkam, dans l'Est; de la Meseta marocaine, 
dans l’Ouest. Les échantillons de roches anciennes, recueillis par R. de 
Segonzae, proviennent bien de la zone axiale de ces plis. 

Je puis encore confirmer l’abaissement d’axe de ces plis que j'ai cru voir, 
à grande distance, du côté de la Moyenne Mlouya. 


Du Koudiat el Abiod on voit les calcaires jurassiques qui couronnent le sommet du 
Djebel Tazekka s’abaisser vers Taza. Ils reposent, au Djebel Toumzit, sur des schistes 
paléozoïques, des granites et des grès rouges permo-triasiques, puis ils s’enfoncent 
sous les grès et Les marnes miocènes de la « Tronée de Taza ». Ces crêtes calcaires 
font partie de la première ride du Fazzaz et du Tichioukt. 

Plus à l'Est, on voit, de la piste de Taza à Guercif par Kasba Moçoun, la deuxième 
ride s’incliner vers la plaine miocène, depuis le Bou Ihlal; mais l’abaissement d’axe 
de la troisième ride est beaucoup plus net, On voit les calcaires massifs du Djebel 
Reggou et du Djebel Keddamin, s’ennoyer sous les Spore néogènes de la vallée 
moyenne de la MJou ya. 


Une dernière observation me paraît, quoique avec une certaine réserve, 
digne d’être signalée, 


Le soubassement jurassique des volcans des Beni Mguild est régulièrement incliné 
d'environ 10° vers le Sud et il m'a semblé qu’une grande fracture longitudinale 
devait séparer ce plateau de la première ride du Moyen Atlas, au voisinage de l’oued 
Guigou. 

Au contraire, le plateau jurassique des Beni Mtir est légèrement incliné vers le Nord, 
et je maintiens mon impression première qu'une faille longe le bord de l’Ari Boudäa, 
marquant ainsi la limite des deux plateaux, 

De toute facon, il faut admettre un jeu de cassures dans ce régime tabulaire et pro- 


bablement aussi un tassement sur le versant septentrional du Moyen Atlas. 


Nous voyons se répéter ainsi les phénomènes d’affaissement que j'ai 
signalés dans la plaine Marrakech sur le versant septentrional du Haut 
Atlas. 


Ce rapprochement complète singulièrement l’analogie de structure 


qui doit exister entre ces deux grandes chaines de l'Atlas marocain. 
Enfin il me semble inutile d’insister sur la relation de cause à effet qui 
doit exister entre ces affaissements ou ces mouvements de bascule des pla- 
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teaux des Beni Mtir et des Beni Mguild et la présence de déjections basal- 
tiques pliocènes ou quaternaires, qui les recouvrent. 

Ces manifestations volcaniques marquent vraisemblablement le dernier 
acte des mouvements orogéniques et épirogéniques qui ont donné naissance 
à la chaîne centrale du Maroc. 


GÉOLOGIE. — Études sur les formations tertiaires du bassin de la mer de 
Marmara : classification et parallélisme des dernières couches néogènes de 
la région et des régions voisines. Note (*) de M. N. Anragu, présentée par 


M. H. Douvillé. 


On sait combien est à la fois délicate et peu sûre, dans l’état actuel de nos 
connaissances, la détermination des formes lacustres et surtout saumâtres. 
Si l’on a en vue, d’autre part, le développement que prennent les forma- 
tions néogènes non marines, dans le sud-est de l’Europe, où elles occupent 
des étendues énormes, à l’exclusion de tout terme marin, on comprend 
de quelle utilité peuvent être les Vertébrés dans l'établissement des paral- 
lélismes. 

Déjà, depuis 1887, des restes importants de Vertébrés, provenant de la 
région des Dardanelles, ont été étudiés par Neumayr (?); ces restes, si 
l’on excepte le Prodremotherium elongatum, forme oligocène, très probable- 
ment en gisement secondaire, se répartissent entre deux faunes distinctes : 


1° La faune à Dinotherium bavaricum et Mastodon angustidens, faune dite 
de Sansan. 
2° La faune à Hipparion, de Pikermi et du Mont Léberon. 


Seulement Neumayr ne connaissait pas le lieu exact d’origine de ces 
formes; les pièces avaient été soumises à son examen par M. Calvert, 
consul anglais d'alors aux Dardanelles, qui lui-même les tenait probable- 
ment d’autres personnes. 

Dans ces conditions, Neumayr leur a attribué la place qu’elles occupent 
dans le bassin de Vienne où, comme on le sait, le Sarmatien est caractérisé 
encore par la faune Vindobonienne, tandis que la faune à Hipparion appa- 


rait seulement dans les couches à Congéries qui le surmontent. 


1) Séance du 21 février 1916. 


() 
(?) Gazverr et NeumAyR, Die jungen Ablagerungen am Hellespont (Denkschr. 
d. k. Akad. d. Wissensch., Math. Naturw. CL,, Bd. 40, p. 357). 


| 
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Pendant un séjour en Turquie, il y a quelques années, jai eu l’occasion 
de trouver en place des formes appartenant à la faune à Hipparion ; or leur 
gisement n’est pas le Pontien, qui n'existe même pas dans la région, mais 
la base du Sarmatien des environs de Constantinople: Ce Sarmatien est 
constitué (') par des conglomérats puissants avec bancs de sables, reposant 
en discordance sur le Vindobonien; par-dessus viennent ces calcaires blancs 
stratifiés à Mactra caspia et bulgarica, qui frappent tout de suite le regard, 
quand on s'approche de Constantinople; l'endroit précis de la trouvaille 
est, sur le rivage de la mer, à 2{" à l’ouest du village Ambarly; les formes 
trouvées sont : Camelopardalis aitica Gaud. et Lart. et une molaire d’Anti- 
lope non spécifiée encore. 

La même découverte avait été faite depuis longtemps en Russie méridio- 
nale, par M. Sinzow (?), mais elle n’a pas attiré l'attention autant du moins 
que cela le méritait. Le fait étant intéressant, j'ai commencé il y a quelque 
temps, sur le conseil de M. Depéret, une revision de cette question, dont je 
voudrais faire connaître les principaux résultats. 

De grandes difficultés s’opposent à de telles recherches; très nombreux 
sont les restes de Vertébrés, qui ont été signalés et très bien décrits en Rou- 
manie et surtout en Russie méridionale (*), mais l'endroit précis des trou- 
vailles, le côté stratigraphique est rarement touché; la plupart du temps, 
en effet, la découverte des pièces est faite par des personnes étrangères à la 
science; d’autres fois c’est l'observation qui est difficile : des remaniements 
postérieurs mélangent les faunes, ou même intervertissent leur succession 
normale, comme c’est le cas pour la bordure des Carpathes; il n’en existe 
pas moins un certain nombre de faits bien établis, sur lesquels on peut se 
baser. 

L'apparition de la faune à Hipparion marque un moment très important 
pour le Néogène européen et M. Depéret (*) a pu montrer le synchronisme 
de cette faune pour les grands bassins néogènes de l’Europe centrale et 
occidentale; mais pour l’Europe sud-orientale, la variété des classifications 
proposées d’une part, l'incertitude des découvertes d’une autre, rendent 
ce point encore discutable. 


(2) N. AraBu, Sur le Néogène du nord de la mer de Marmara (Comptes rendus, 


t. 157, 1913, p. 347). 
(2) J. Sizow, Geol. u. paleont. Beobachtungen in Südrussland. Odessa, 1900. 
(3) Voir les travaux de Gr. Stefanescu, de S. Athanasiu et surtout ceux de Marie 
Pawlow. ge 
(*) Cn. Depérer, Classification et parallélisme du système miocène (Bull. Soc. 


géol. Fr., 3° série, t. 21, 1893, p. 170). 
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En effet cette faune apparaît dans le bassin du Rhône au sommet du 
Vindobonien; déjà dans le bassin de Vienne elle ne se trouve pas avant 
les couches à Congéries; le Sarmatien, dépôt très important ici, renferme 
encore la faune de Sansan. Plus loin vers l'Est, en Roumanie, on trouve 
des formes de Pikermi jusque dans le Dacien et comme d’autre part on à 
signalé, dans les mêmes couches, la faune à Mastodon Borsoni, qui dans 
l'Occident caractérise le_Plioéène, on serait tenté d'interpréter ce fait 
comme dû à une migration de cette faune vers l’Est, comme sur un plan 
qui monterait dans cette direction à la fois dans le temps et dans l’espace. 

Ceci peut difficilement être admis, étant donnée la précision à laquelle 
sont arrivées nos connaissances sur les faunes de Vertébrés. 

Si, d'autre part, on suppose ce plan incliné ramené à l'horizontale, 
on se heurte à des difficultés plus grandes encore. En effet la fin du Néo- 
gène, comme on le sait, est caractérisée, dans le Sud-Est européen, par une 
succession de couches d’abord saumâtres, puis d’eau de plus en plus 
dessalée : c’est un ensemble important de formations, séparées souvent 
les unes des autres par des discordances ou des lacunes, contenant des 
faunes distinctes et auxquelles, en l’absence de tout terme marin de com- 
paraison, on accorde la valeur d’étages; ces coupures sont avec de légères 
différences partout admises; le Sarmatien, le Méotique, le Pontien, puis 
le Dacien et enfin le Levantin. 

Or cet ensemble, moins le Levantin qu’on est d'accord à paralléliser 
avec le Pliocène, se trouverait ainsi trop à l’étroit dans cette deuxième 
hypothèse : entre le niveau à Hipparion, qui occupe le sommet du Vin- 


dobonien dans le bassin du Rhône et ce Vindobonien lui-même, représenté 


dans le bassin euxinique par des formations marines parfaitement carac- 
térisées. 

On pourrait ainsi croire que la dessalure des eaux dans ce dernier bassin 
a commencé plus tôt à son centre qu’à la périphérie, ce qui n’est pas vrai- 
semblable et qu’en outre plusieurs faits contredisent. 

On voit dans ces circonstances l'importance du fait d’avoir des préci- 
sions sur le niveau exact de cette faune à Hipparion ou du moins du moment 
de son apparition; ce fait confirme d’abord la découverte déjà ancienne 
de M. Sinzow, laquelle à son tour permet de préciser que les couches à 
Mactra caspia des environs de Constantinople, dépôts d’eau très dessalée 
et difficiles à paralléliser, appartiennent au Sarmatien supérieur et toutes 
les deux démontrent que non seulement le Pontien, mais le Méotique et 


méme une partie du Sarmatien, avaient franchi en Europe orientale ce 
niveau à Hipparion. | 
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GÉOLOGIE. — Sur l'existence d’un ridement d ‘âge paléozoique entre le Yunnan 
et le Tonkin. Note (‘) de M. Deprar, présentée par M. Douvillé. 


J’ai montré à plusieurs reprises que les faunes fossiles sont fréquemment 
marquées par des différences très nettes au Yunnan et au Tonkin. Ceci 
parait dû à l'existence d’un important ridement qui, dès les temps les plus 
anciens, s’est esquissé en formant une vaste courbe, reliant l'élément conti- 
nental chinois sud-oriental et la chaîne cristalline annamitique. 

Pendant le Cambrien, l’Ordovicien et le Gothlandien, il paraît avoir 
joué un rôle assez faible, car de part et d'autre on observe le Cambrien, 
ainsi que le montre ma découverte récente des terrains de cet âge au 
Tonkin; les couches ordoviciennes à Trinucleus ornatus que j'ai observées 
au Tonkin et qui sont équivalentes des couches à Dionide formosa yunna- 
naises le prouvent aussi; avec le Gothlandien apparaissent des modifica- 
tions, mais faibles, car on retrouve au Yunnan et au Tonkin des dépôts 
analogues, notamment les couches à Spérifer tonkinensis qui se poursuivent 
sans interruption. 

Mais avec le Dévonien tout change; les dépôts de cet âge sont absents 
sur l’emplacement de la région des grandes nappes qui correspond. à 
cette ancienne chaine et par conséquent dans la zone du Nan-Ti, au 
sud de Kaï-Hoa-Fou et dans le nord du Tonkin. La communication paraît 
s'être close à ce moment entre le Tonkin et les mers chinoises; outre 
l'absence précitée du Dévonien sur l'emplacement de la chaîne en question, 
les faunes diffèrent du tout au tout; l'exemple le plus typique réside 
dans le fait d’un Dévonien moyen à faune complètement rhénane et 
ardennaise au Yunnan, contrastant totalement avec les dépôts de même 
âge au Tonkin, qui offrent une faune essentiellement américaine (couches 
à Plethomylus). Ensuite, pendant le Dinantien, une dissemblance absolue 
existe entre les calcaires noirs à Fusulinelles et Spirifer angustirostris et 
les couches à Phullipsia du Tonkin et d’Annam et les marnes calca- 
reuses à Sprrifer subconicus et Productus undatus du Yunnan. La chaine 
s’accentue encore davantage pendant le Carboniférien moyen qui est sup- 
primé au Tonkin, tandis qu’au Yunnan il offre un développement considé- 
rable. 


mm 


(*) Séance du 14 février 1916. 
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L'Ouralien accuse un mouvement de submersion; la mer recouvre 
alors le ridement, en y laissant cependant des îles ; les termes inférieurs de 
l’'Ouralien manquent au Tonkin. Les conditions restent stagnantes pendant 
l'Artinskien et le Pendjabien, mais à la fin de la période, l’émersion est 
générale et les dépôts marins sont cantonnés dans l’est du Tonkin, la 
chaîne ayant pris une largeur considérable. 

Avec le Trias une communication s’établit largement par le géosynclinal 
de la rivière Noire qui permet à la faune werfénienne d'offrir au Tonkin les 
espèces de la série himalayenne à Danubites, avec un mélange d’espèces 
américaines. Pendant le Trias moyen et supérieur le géosynclinal de la 
rivière Noire permet encore le mélange d'espèces indoues el américaines; 
puis avec la fin du Lias et le début des temps médiojurassiques, l’issue est 
close pour toujours. 

C’est sur cette barre, sur ce ridement ancien reliant l’élément conti- 
pental chinois sud-oriental et la chaîne annamitique que viendront plus 
tard déferler les vagues orogéniques du Yunnan, et s’empiler les puissantes 
nappes de la région du Nan-Ti et du Haut Song Chay, tandis que sous cette 
poussée, sous l’écrasement formidable qu’elle subira, elle se transformera 
en mylonites granitiques. Cette vieille chaîne, esquissée dès l’aube des 
temps paléozoïques, a donc joué dans l’histoire d’une partie de l’Asie sud- 
orientale un rôle prédominant, tant par les séparations en provinces zoolo: 
giques très différentes qu'elle a provoquées, que par son importance 
comme môle résistant contre lequel ont déférlé, et par-dessus lequel ont 
passé les grandes nappes originaires du Nord. 3 


À 15 heures trois quarts l’Académie se forme en Comité secret. 


La séance est levée à 16 heures. 


ANUIERE 


